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4.1

Ejercicio de Ampliacion

A: Dos v. a. independientes, s: G(0, v)) y r: G(0, v,), dan lugar a la observacion:
X = s+r (sefial gaussiana en ruido gaussiano).

Determinese el estimador ms de s.

Se esta buscando §, . = E{s | x}
Y No se conoce directamente p(s | X); pero si
ps):  G(0, v,
y ademas
p(X): G(0, v;+v,)
p(x|s): G(s, v,)
con lo que se puede determinar

p(S | X) = p(X)

que sera gaussiana, al serlo las demas:
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4.2

1 1
1 WV Vs 1({(x-s)* s°
p(s|x) = exp| = + = -
J/ 1
2 2 Vv, V,
V, +V,
e identificando exponentes:
(s—E{s|x}f  (x-s)? LS X’
o 2% V, V, V, +V,
- términos en s?:
1 1 1 VvV,
= + ’ VS|X =
Vg Voo Vg V, 4V,
- términos en -2s:
E1s|X X v Vv
tslxf _ ; E{s|x}= =Xx = —=x
Ve V, V, V4V,

(no es preciso sequir)
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4.3

de modo que

. V,
Sms - X
V, +V,

sobre lo que puede observarse que:

- es lineal

- atribuye a la sefial una parte de la observacion de acuerdo con los valores
de potencia de sefal y ruido.

Debe recordarse también que, dada la gaussianidad, el valor encontrado es

N

b- 7 N
también's . ¥ S
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4.4

Ejercicio de Ampliacion

. El mismo problema en el caso multidimensional toma la forma general
X = Hs+r

donde s (Nx1) es G(O,V,), r (Mx1) es G(0,V,), y H es una matriz MxN, que se
supondra conocida.

N
Establecer s,

Notando que
X: G(O,HVH™+V))
X|s: G(Hs, V,)

y procediendo, como en el ejercicio anterior, a identificar exponentes:
[s-Efs x}]"Vals - Els| x}]=

s|x

= (x-Hs) "V, (x-Hs)+ sV, s - X (HV,HT +V, )" x
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4.5

- términos cuadraticos:
s'Vils = (Hs)'V,'Hs+s"V s

s|x
de donde: Vi = |—|Tvr—1|-| +VS—1

s|x
V., = (H'V H+v )
- términos lineales (sin -2):
ET{s|xVgy = X"V, 'H
de donde: ET{s| x} — )(Tvr—1|-|vSIX
Eis|x} = V,HV, x

y sustituyendo V, :

~

S = (H'VPH+V L HTV,

Puede notarse lo mismo que en el caso unidimensional: en particular, que el
estimador es una arquitectura lineal (forma wTx).

Es claro que, si H=I (implica M=N), la solucién tiene el mismo sentido de
“reparto” que el en caso unidimensional.
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4.6

Ejercicio
E: Analice y discuta el caso de (M) observaciones unidimensionales directas de
variables independientes en ruido de valores independientes.

Se trata de un caso con H=I
con matrices de autocovarianza diagonales: [D.];; = Vg

D1 =V
g . — -1
losera Vg, Dy« = (Dg+Dy)
1 1)
Vsini
b= (5] -
Vsi Vri Vsi +Vri
con lo que
2 -1
Sms = Ds|xDr X
tiene como elementos
S - Vsi X

msi

- s - o I - - -
como cabia esperar, extension directa’del\easo unidimensional.
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4.7

Ejercicio
Analice y discuta el caso de (M) observaciones de la misma variable en ruido de valores
independientes.
En este caso, H=1(Mx1)
V. =
[D/]ii = Vi

- 1
Ve = (07D, 14+v, 1) = — =
Vil D) v
| 1

_ 1 _ -1
v Y vy r —V_1+ZV__len g
i

S

r |
i

que es una media muestral ponderada; si los ruidos soni.d., v, =V,
S .= \' E X = E X.
"ovieMyt T M+vv 'S

que es una media muestral modificada (segun potencias: teniendo en cuenta la
coherencia de la sefnal y la incoherencia del ruido).
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4.8

Ejercicio de Ampliacion
La forma general del problema de decidir entre dos sefales deterministas
(conocidas) en presencia de ruido gaussiano (conocido) es

Hy: X=m,+n,
H:x=m; +n;
con los ruidos n; : G(0, V;)
Formule el correspondiente LRT.

Recordando que p(x|H,;)=

1 1
7o 2 (c-m v, (x-m)|
( ﬂ)N/Z’\/i‘ ?

tomando neperianos y eliminando términos comunes

p(x|Hy) | V]

n RXIH:) [N] Lo m v m) - o mg P e, ) 2

0
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4.9

que se puede reescribir

D
(X_mo)TVo_l(X_mo)_(x_ml)Tvl_l(X_ml) Sl 2|”77—|nM = 1

0 ’Vl‘

que supone una frontera (general) cuadratica (e igual tipo de discriminantes).

T _ . - -
Las formas ponderadas (X - mi) V, 1(X —-m, ) obviamente generalizaciones
de los (cuadrados de) las distancias euclideas entre x y m;, se denominan
distancias de Mahalanobis: la decision se realiza en funcion de ellas.
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4.10

Ejercicio de Ampliacion

A: Analice y discuta el problema anterior si el ruido no depende de la sefal presente.

Sera V, =V, =V, operando, desaparecen los términos cuadraticos y queda

D

Ty/7 -1 Ty/7 -1 Ty/7 -1 Tyy -1 1
-2m,V "x+m,V "my+2m;V "x-m,V m1§771
0

(ml - mo)TV X D%l %(771 + mIV _1m1 . mgV _1mo): 175
D,
D

. . 1
que es un decisor lineal w'x 2 1,
0

Si ademas las componentes del ruido son iid: V = vl

1
(m,-m,)" v'Ix 2 n,
D, D,

1
o' x 2 vr, = n (=gl smg -]
0

~
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. (13 - A 77 \
que, como se sabe, es realizable como ““decisor de correlacion
&
> 173
X +A 3 JL o
X O]
- A 1 D
0
m

0 “de filtro adaptadoo”

x m!") +;_¢/N;.€g_3.—_|_——>Dl

A D0

\ 4

o Ne

Y

m"

Si, ademas m, = 0 (deteccion de m,): desaparecen las ramas
correspondientes; el umbral pasaa 77, = %(ZV Inn+ Hmle)
(en caso ML, queda %HmlHi . Se pide que mlT X llegue a la mitad de energia de
L m, ).
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Ejercicio de Ampliacién

. Analice y discuta la decision (binaria) gaussiana cuando se trata de la misma
sefal en distintos ruidos.

m, = m, = m: siguen empleandose las distancias de Mahalanobis

T 1 1 D,

(x-m) Vyt-v, )(x—m)Dz

- Siademas, los ruidos son iid: V; = vl
(x_m)T[i_ij (x—m)
VO Vl
admitiendo v,>V, (si no, voltean las desigualdades)

2 Dzl VoVy
> D, V; — Vo
decisor por distancia euclidea

Jx—m| 771

- Siademasm=0 : |x H 1 7
. V1=V,

que decide por energia entre Ias dos opciones de varianza del ruido.
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4.13

Estadisticos suficientes

Se han visto casos en los que no es preciso el conocimiento del conjunto de
las observaciones (o de las variables) para realizar la estimacion o la decision:

2
- estimar m y v de una gaussiana requiere sélo Zx(k), Zx(k)
k k

- estimar una gaussiana en otra gaussiana requiere formas del tipo w'x:
lineales también

- decidir que sefal determinista es la que se encuentra en ruido gaussiano
requiere formas cuadraticas (o lineales)

Estas formas se llaman estadisticos suficientes: conocerlos permite
simplificar procesos de estimacion o decision.
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4.14

Teorema de Factorizacion

El resultado de una transformacion de las observaciones t = t (X) es un estadistico
suficiente para estimar (ML) el pardmetro determinista s si y solo si

p(x|s) = g(t, s) h(x, 1)

(La descomposicion no es Unica:  g'(t, s) = g(t, s) f(t)
h' (x, t) = h(x, t) / f(t) )

ya que
arg[méx p(x | 9)] = arg[max g(t, s)]

(y se comprende facilmente la ventaja si g es sencilla); y no ocurre en otro caso.
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4.15

Una formulacion equivalente es: A
p(x|s, t) =p(x|1)
Suficiente: si se da la equivalente,
p(x|s) =p(x|s, t) p(t|s) =px|t)p(t]s)
y se pueden identificar los factores con hy g, respectivamente.
Necesaria: suponemos que se cumple el Teorema de Factorizacion; como
(x5 1) = PO _ pixits)
p(t]s) ;Fp(x,t |'s) dx
y como p(x, t|s) es p(x | s), al ser t una funcién de X, se tiene
N y
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4.16

p(x|s)
fr(x]s) dx
aplicando el Teorema de Factorizacion
g(ts)h(x,t) h(xt)
J'/g (.t dx th(x, ) dx

que no depende de s, y que, por identificacion, resulta ser p(x | t).

p(x[s.t) =

p(x[s,t) =

En ocasiones t se obtiene de una transformacién uno a uno de los datos:
X — t,1; el conjunto i es un estadistico irrelevante.
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4.17

Caso de estimacion de parametro aleatorio

Sigue siendo valido el Teorema de Factorizacion, ya que de p(x | s, t) = p(x | t)
se sigue

pG.X|t) _ p(x|s,t)p(s|t) _

t
p(X[1) oxjy el

p(sIx)=p(s|x 1) =

lo que indica claramente que, dado t, los datos originales no se necesitan para
realizar cualquier estimacion Bayesiana

mgn fC(s,§)p(s | x) ds
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4.18

N
Caso de decision
Es obvio que la condicion equivalente es
p(x | H) = g(t, H;) h(x, 1)
0 también
Pr(H,|x) (=Pr(H, | x,t)) = Pr(H,|t)
ya que basta g(t, H;) o Pr(H, | t) para la decision Bayesiana.
N y
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4.19

Ejercicio

E: Determinar un estadistico suficiente para la estimacion del parametro de una
distribucion exponencial unilateral (Maxwell), p(x) = a exp (-ax) u(x) (a > 0),
mediante K observaciones independientes.

p(x|a):ﬁanp(—aX(k))’ {x}20
k=1
In p(XIa)zzK: [Ina—ax(“]: Klna—aZK:x(“
k=1 kel

y ya se observa que Z x'*) es un estadistico suficiente...

k=1
8In K X 6In C [&Zln K ]
o — <0
" K
amI: K
Zx(k)
k=1
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4.20

N
Obsérvese que en este caso la propia p(x | @) tiene la forma de g(t, a), con
K
k=1
lo que se ve claramente en las expresiones que resultan de tomar logaritmos
(en que la factorizacion se convierte en separacion de sumandos):
K
Inp(x|a)=Klna-ay x* =Kina-at (=g(t,a))
k=1
o J
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